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 Численное моделирование 
– Методы молекулярной динамики 
– Генетические алгоритмы 

 Численные методы 
– Многомерная многоэкстремальная оптимизация 
– Определение многомерных интегралов 

 Принятие решения 
 Игры 
 Лотереи 
 … 

Применение последовательностей случайных и 
псевдослучайных чисел 
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M=0; 
for(i=0;i<N;i++) 
{ 
X=rand(); 
Y=rand(); 
Если (точка (X,Y) принадлежит фигуре)  
  то M++; 
} 
S=130000*130000*M/N; 

Последовательный алгоритм определения 
площади фигуры 
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1. Каждый процессор определяет число mrank 
«своих» N/P точек, попавших внутрь фигуры 

2. Найдем общее число точек, попавших внутрь 
фигуры 
 
 
 

3. S=S0*M/N; 
 

 
 

Параллельный алгоритм для P процессоров 
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 Возможен 
большой 
дисбаланс 
нагрузки 

Другой параллельный алгоритм, на основе метода 
геометрического параллелизма 
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Должен ли ответ параллельной программы в точности 
совпадать с ответом последовательной версии? 

 

НЕТ 
Где взять нужное 

количество разных «своих» 
элементов? 

Физический генератор? 
Нельзя обеспечить 
вопроизводимость. 

Как обеспечить 
уверенность в 

сохранении свойств 
генератора? 

ДА 
Каким образом на каждом из процессоров 

вычислить значения именно «своих» 
элементов, не вычисляя значений чужих? 

Брать на процессоре с номером rank  
числа с номерами rank+P*I 

Как вычислять каждое P-ое число? 

Вычислять на процессоре с номером 
rank числа из диапазона  

(2N/P)*rank … (2N/P)*(rank+1)-1 
Как  попасть в начало диапазона? 

Вопросы 
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«Аппаратный» генератор СЧ 

Инструкция rdrand. Архитектура Ivy Bridge 
http://www.securitylab.ru/analytics/435181.php 

 
unsigned int __builtin_ia32_rdrand32_step (unsigned int *); 
http://gcc.gnu.org/onlinedocs/gcc/X86-Built-in-
Functions.html#X86-Built-in-Functions 
 

 
THE INTEL®  RANDOM NUMBER GENERATOR 
CRYPTOGRAPHY RESEARCH, INC. WHITE PAPER 
PREPARED FOR INTEL CORPORATION Benjamin Jun and Paul 
Kocher April 22, 1999 

 

http://www.securitylab.ru/analytics/435181.php
http://gcc.gnu.org/onlinedocs/gcc/X86-Built-in-Functions.html#X86-Built-in-Functions
http://gcc.gnu.org/onlinedocs/gcc/X86-Built-in-Functions.html#X86-Built-in-Functions


 Если брать на процессоре с номером rank  числа 
с номерами rank+P*j, то 

– При P=1: (0,1), (2,3), (4,5), (6,7), (8,9), (10,11) 
– При P=2: 

• У первого процесса: (0,2), (4,6) (8,10) 
• У второго процесса: (1,3), (5,7), (9,11). 

 Идентичность точек нужна: 
– Для получения одинакового результата 
– Для упрощения отладки 
– Для сохранения свойств последовательности 

• x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 … 
• x2 x4 x6 x8 x10 … 

 

Нарушение идентичности размещения точек 
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 Один процессор 
 1 3 7 9 2 5 3 5 6 1 4 2 6 8 9 5  

 

 Два процессора 
 1  7   2   3   6   4   6   9    
   3   9   5   5   1   2   8   5  

 

 Три процессора 
 1 3 7 9 2 5 3 5 6 1 4 2 6 8 9 5  
 1 3 7 9 2 5 3 5 6 1 4 2 6 8 9 5  
       7       5        6      2       9  

 

Метод leapfrog генерации последовательности 
псевдослучайных чисел 

 



Метод leapfrog генерации последовательности 
псевдослучайных чисел 
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Слу  чай  ная    пос ледов ате льность ……… 
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Решетка p=100% 
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Перколяционная решетка p=90% 
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Перколяционная решетка p=80% 
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Перколяционная решетка p=70% 
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Перколяционная решетка p=60% 
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Перколяционная решетка p=50% 
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Перколяционная решетка p=40% 
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Перколяционная решетка p=30% 
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Перколяционная решетка p=20% 
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Перколяционная решетка p=10% 
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Перколяционная решетка p=0% 
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Генерация псевдослучайных чисел 

 Согласованность определения 
множества открытых ребер при  
параллельной обработке 

 Возможность определения 
любого элемента 
последовательности за  короткое, 
не зависящее от номера 
элемента, время 

• Достаточная длина периода последовательности 
псевдослучайных чисел 
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 линейные конгруэнтные генераторы  

[Деррик Генри Леммер (Derrick Henry Lehmer), 1948] 
 
 
  
 
 

 
 с=1mod2, a=1mod4, m=2k -> T=m 

( ) mcaUU nn mod1 +=+

Генерация псевдослучайных чисел 
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Вычисление элемента с номером n 

 

mc
a
aUaU

n
n

n mod
1
1

0 







−
−

+=

,  

Параллельные алгоритмы. Псевдослучайные числа. © Якобовский М.В. 26 Москва, 2022 г. 



        Номер шага   
   0     1        2       3       .     .      .       . 
0+P 0+2P 0+3P 0+4P   
1+P 1+2P 1+3P 1+4P   
2+P 2+2P 2+3P 2+4P 
3+P 3+2P 3+3P 3+4P 
4+P 4+2P 4+3P 4+4P 
. 
. 
. 
 

Использование для векторных компьютеров 
leapfrog 
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Как быстро вычислить? 
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 За log(n) шагов 

Вычислить a^n 
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Бинарное умножение 
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2*log(n) операций 

Вычислить a^n за O(logn) операций  

( ) ( )( )
[ ]( ) ( )[ ]

22228
2229*2

2219*2238*276*2153















=






=

====

aaaaaaaa

aaaaaaa

Параллельные алгоритмы. Псевдослучайные числа. © Якобовский М.В. 31 Москва, 2022 г. 



Как вычислить быстро? 
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Разложение дроби 
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Понижение степени разложением дроби 
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«Случайные» точки 

Последовательность 
 
 
512 точек вида 
лежат на нескольких  
прямых 
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 При с=0 d-мерные точки расположены не более чем 
в             гиперплоскостях 
     [G. Marsaglia 1968] 
 

 Для RANDU(IBM 360/370) a=216+3, m=231, c=0 
 

 Не более 16-ти плоскостей [Richard P.Brent, 1992] 
 

Линейные конгруэнтные генераторы [Лемер, 1948] 

d md!

mUUU nnn mod096 12 =+− ++
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Случайные точки 

Последовательность 
 
 
 

( ) 8192mod26258451 +=+ nn xx
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Разумная альтернатива 

М – последовательности 

 



 Генератор на сдвиговом  
регистре [П.Хоровиц,У.Хилл, 1983] 
 

 М-последовательности  
[И.М. Соболь, 1973] 
 
 

М-последовательности 
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ABCD 
F=(A+D)mod2 
D=C 
C=B 
B=A 
A=F 
 
 

 
1 2 3 4 

XOR 

A B C D 

1 15 1 1 1 0 

2 14 0 1 1 1 1 

3 13 1 0 1 1 0 

4 10 0 1 0 1 1 

5 5 1 0 1 0 1 

6 11 1 1 0 1 0 

7 6 0 1 1 0 0 

8 12 0 0 1 1 1 

9 9 1 0 0 1 0 

10 2 0 1 0 0 0 

11 4 0 0 1 0 0 

12 8 0 0 0 1 1 

13 1 1 0 0 0 1 

14 3 1 1 0 0 1 

15 7 1 1 1 0 1 

16 15 1 1 1 1 0 

1 

Генерация псевдослучайных чисел 

(A+D)mod2 
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ABCD 
F=(A+D)mod2 
D=C 
C=B 
B=A 
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Генерация псевдослучайных чисел 

(A+D)mod2 
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ABCD 
F=(A+D)mod2 
D=C 
C=B 
B=A 
A=F 
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1 

Генерация псевдослучайных чисел 

(A+D)mod2 
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010  =  2 
 
 
110 =   6 
 

 
010 =   2 

 
001 =   1 
 

 
111 =   7 
 
 



Связь между                 и фрагментом M 
последовательности 

Если 
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Richard P. Brent 
On the period of generalized Fibonacci recurrences, 1992 
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1 0 0 0 ….  



A B C D 

1 15 1 1 1 0 

2 14 0 1 1 1 1 

3 13 1 0 1 1 0 

4 10 0 1 0 1 1 

5 5 1 0 1 0 1 

6 11 1 1 0 1 0 

7 6 0 1 1 0 0 

8 12 0 0 1 1 1 

9 9 1 0 0 1 0 

10 2 0 1 0 0 0 

11 4 0 0 1 0 0 

12 8 0 0 0 1 1 

13 1 1 0 0 0 1 

14 3 1 1 0 0 1 

15 7 1 1 1 0 1 

1 

Генерация псевдослучайных чисел 

(A+D)mod2 
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(( r )) * log2(n) операций 

Вычислить x^n за O(logn) операций 

( ) ( )( )
[ ]( ) ( )[ ]
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2229*2

2219*2238*276*2153















=






=

====

xxxxxxxx

xxxxxxx

Параллельные алгоритмы. Псевдослучайные числа. © Якобовский М.В. 49 Москва, 2022 г. 



Генерация элемента с  произвольным 
номером k  
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k mod=

( )1mod 14 ++= xxxf k
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Проверка примитивности полинома 
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2*log(n) операций 

Вычислить x^n за O(logn) операций перемножения 
полиномов 
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512 десятиразрядных двоичных чисел 

1mod 71519 ++++= xxxxxf k
k



0 x  x  
1 x^2  x^2  
2 x^4  x^4  
3 x^8  x^8  
4 x^16  x^16  
5 x^4+x  x^29+x  
6 x^8+x^2  x^28+x^27+x^24+x^21+x^18+x^15+x^12+x^9+x^6+x^3+x^2+1  
7 x^16+x^4  x^30+x^29+x^25+x^24+x^23+x^22+x^20+x^19+x^18+x^16+x^13+x^12x^11+x^10+x^8+x^7+x^6+x+1  
8 x^8+x^4+x  x^30+x^29+x^28+x^27+x^23+x^22+x^21+x^19+x^18+x^14+x^12+x^9+x^7+x^6+x^5+x^4+x^3  
9 x^16+x^8+x^2  x^28+x^27+x^26+x^25+x^22+x^21+x^19+x^16+x^14+x^12+x^11+x^10+x^7+x^6+x^4+x  

10 x^16+x  x^29+x^25+x^24+x^23+x^21+x^18+x^17+x^15+x^13+x^10+x^9+x^8+x^6+x^3+x^2+x+1  
11 x^4+x^2+x  x^29+x^28+x^27+x^26+x^24+x^21+x^20+x^19+x^17+x^14+x^13+x^12+x^10+x^7+x^6+x^5+x^3+x  
12 x^8+x^4+x^2  x^30+x^28+x^27+x^26+x^25+x^23+x^22+x^19+x^16+x^14+x^13+x^12+x^11+x^9+x^8+x^5  
13 x^16+x^8+x^4  x^28+x^25+x^24+x^21+x^16+x^13+x  
14 x^16+x^8+x^4+x  x^29+x^26+x^25+x^22+x^17+x^14+x^2+x  
15 x^16+x^8+x^4+x^2+x  x^27+x^24+x^19+x^16+x^4+x^3+x^2+1  
16 x^16+x^8+x^2+x  x^23+x^20+x^8+x^7+x^6+1  
17 x^16+x^2+x  x^16+x^15+x^14+1  
18 x^2+x  x^30+x^29+x^28+x+1  
19 x^4+x^2 

  
x^30+x^28+x^27+x^26+x^25+x^24+x^23+x^22+x^21+x^20+x^19+x^18+x^17+x^16+x^15+ 
x^14+x^13+x^12+x^11+x^10+x^9+x^8+x^7+x^6+x^5+x^4+x^3+x  

20 x^8+x^4  x^28+x^25+x^24+x^21+x^20+x^17+x^16+x^13+x^12+x^9+x^8+x^5+x  
21 x^16+x^8  x^29+x^26+x^25+x^24+x^22+x^18+x^17+x^16+x^14+x^10+x^9+x^6+x^2+x  
22 x^16+x^4+x  x^29+x^27+x^24+x^20+x^19+x^18+x^17+x^16+x^14+x^12+x^11+x^8+x^4+x^3+x^2+x+1  
23 x^8+x^4+x^2+x  x^30+x^27+x^23+x^22+x^21+x^20+x^18+x^16+x^15+x^12+x^8+x^7+x^6+x^5+x^3  
24 x^16+x^8+x^4+x^2  x^30+x^29+x^26+x^24+x^16+x^15+x^14+x^13+x^11+x^8+x^7+x^6+x^4  
25 x^16+x^8+x  x^30+x^28+x^27+x^24+x^23+x^22+x^20+x^16+x^14+x^12+x^8+x  
26 x^16+x^4+x^2+x  x^30+x^28+x^26+x^25+x^24+x^22+x^19+x^17+x^15+x^14+x^12+x^11+x^8+x^5+x  
27 x^8+x^2+x  x^30+x^29+x^28+x^26+x^25+x^24+x^23+x^21+x^20+x^18+x^16+x^15+x^13+x^12+x^9+x^6+x^2  
28 x^16+x^4+x^2  x^30+x^27+x^25+x^23+x^22+x^20+x^18+x^15+x^11+x^8+x^4+x  
29 x^8+x  x^29+x^26+x^22+x^19+x^15+x^12+x^8+x^5  
30 x^16+x^2  x^30+x^27+x^16+x^13  
31 x  x  

( ) { }

( ) ( ) ( ) { }1,0,1mod1mod

1,0,2,modmod
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- разреженные полиномы 
 x^31+x^3+1  
 x^31+x^7+1 

 
 x^31+x^7+x^3+x+1   
 x^31+x^15+x^3+x+1   

 
 x^127+x^1+1   
 x^127+x^63+1   

 
 x^127+x^7+x^3+x+1   
 x^127+x^63+x^15+x+1 

( )xGx
i

mod2

• x^255+x^15+x^7+x^3+1 
 

• x^255+x^31+x^7+x+1 
• x^255+x^31+x^7+x^3+1 

 
• x^255+x^63+x^7+x^3+1 
• x^255+x^63+x^31+x^15+1 

 
• x^255+x^127+x^7+x^3+1 
• x^255+x^127+x^3+x+1 
• x^255+x^127+x^31+x^7+1 

( ) 115511 ++= xxxG ( ) 171023 ++= xxxG

8658153247255925383553552927591913521567611642602551913412537599745
415041736578290924137456436393503476187086260901447809741

15212471609936197313222980414391271-2
38643151639775545857024515773337584319520972806

9491111310711065911111921431511033171-2

511

255

⋅
⋅⋅⋅⋅⋅=

⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=
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Проверка примитивности полинома 
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Порог перколяции 
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размер сетки 
  1 000 х   1 000 
10 000 х 10 000 

размер сетки  
   800 х    800 х    800 
1 000 х 1 000 х 1 000 
1 100 х 1 100 х 1 100 

Точное значение 0.5 

Точное значение 
0.2488126(5) 

 

[ Ю.Ю.Тарасевич, 2002] 

Ю.Ю.Тарасевич 
Н.Н.Медведев 



P=0 P < 
0.00001 

P < 
0.001 

P < 
0.01 

0.01 
≤ P ≤ 
0.99 

P > 
0.99 

P > 
0.999 

P > 
0.99999 P=1 

a b c d D C B A 
LRND32  0 0 0 1 3 309 5 1 0 0 

 123456 0 0 1 4 312 2 0 0 0 
 1234567 0 0 0 6 309 4 0 0 0 
 12345678 0 0 1 5 312 1 0 0 0 
 123456789 0 0 0 2 311 6 0 0 0 

SWBMWC 0 0 0 4 312 3 0 0 0 
MWC 0 1 0 5 307 6 0 0 0 
MIXRNDX 12 8 8 5 263 3 9 11 0 
MIXRNDXY 12 10 5 5 262 4 7 14 0 
BRND 74 5 2 13 187 2 11 18 7 
RAND 146 117 0 0 32 2 2 2 18 

Батарея тестов Diehard  ( ) 13731255 ++++= xxxxxG
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Парковочный тест 
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Тестируемые последовательности 

 BRND  
 

 MIXRND рандомизация перемешиванием 
 
 
 

 MWC генератор на основе метода умножения с переносом MWC, 
  период  4*10^18 

 SWBMWC   комбинированный генератор на основе методов умножения с 

  переносом MWC и Фибоначчи с запаздыванием SWBG, период  
           4*10^364  

0,2 mod 27182818293141592653 0
35

1 =+=+ xxx nn

Параллельные алгоритмы. Псевдослучайные числа. © Якобовский М.В. 68 Москва, 2022 г. 



P=0 P < 
0.00001 

P < 
0.001 

P < 
0.01 

0.01 
≤ P ≤ 
0.99 

P > 
0.99 

P > 
0.999 

P > 
0.99999 P=1 

a b c d D C B A 
LRND32  0 0 0 1 3 309 5 1 0 0 

 123456 0 0 1 4 312 2 0 0 0 
 1234567 0 0 0 6 309 4 0 0 0 
 12345678 0 0 1 5 312 1 0 0 0 
 123456789 0 0 0 2 311 6 0 0 0 

SWBMWC 0 0 0 4 312 3 0 0 0 
MWC 0 1 0 5 307 6 0 0 0 
MIXRNDX 12 8 8 5 263 3 9 11 0 
MIXRNDXY 12 10 5 5 262 4 7 14 0 
BRND 74 5 2 13 187 2 11 18 7 
RAND 146 117 0 0 32 2 2 2 18 
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 Есть возможность вычисления за время O(log(k)) 
числа с произвольным номером k с помощью 
бинарного возведения в степень  
 
 

 При наличии числа с номером k есть 
возможность быстрого вычисления числа с 
номером k+1 с помощью  
 

 

Резюме ( ) 13731255 ++++= xxxxxG

Gxf k
k mod=

Gfxf kk mod1 =+
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71 

Сравнение различных библиотек генерации ПСЧ 

Библиотека/ 
Генератор Тип Пери-од 

Возм.пе- 
рехода(sk 
ip-ahead) 

V, 106 
ПСЧ/с 

V пере- 
хода, 
103 шт/с 

PRAND 

G(x) r 255 M-посл-ть 2255-1 + 20,4 38,5 
G(x) r 1023 M-посл-ть 21023-1 + 18,5 12,3 
ANSI 
rand ЛКГ m=31 231-1 – 204,1 -- 
Intel MKL 
MCG31m1 ЛКГ m=31 231- 1 +     
R250 M-посл-ть 2250 –     
MRG32k3a 2 ген-ра Фибоначчи 2191 + 105,3 21,3 
MCG59 ЛКГ m=59 257 +     
WH 273 ЛКГ 280 +     
MT19937 Mersenne-Twister (MT) 219937-1 –     
MT2203 1024 MT 22203-1 –     

Параллельные алгоритмы. Псевдослучайные 
числа. © Якобовский М.В. Москва, 2022 г. 



 Сформулированы требования к генераторам 
псевдослучайных чисел для многопроцессорных 
сиcтем 

 Рассмотрены параллельные алгоритмы 
генерации псевдослучайных чисел 
обеспечивающие возможность использования 
произвольного числа процессоров 
 

Заключение 
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